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Oppgave 1 Ulike spgrsmal

Avgjgr om folgende pastander er sanne eller gale, begrunn svaret.

1la

Hvis A er positiv semidefinitt er I + A® positiv definitt.

Lgsning Sann. Siden A er symmetrisk er (I+A*)T =T+ A% sa I+ A°
er symmetrisk.For x # 0 og y = Ax finner vi x"A%x = y" Ay > 0 siden A
er positiv semidefinitt. Det gir

x'(IT+ A%)x = x"x +x"A’x > |x|5 > 0

sa (I4 A®) er positiv definitt.

1b

En singuleer 2 ganger 2 matrise har ikke en LU-faktorisering.
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Lgsning Gal. Matrisen

har LU-faktoriseringen
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(Fortsettes pa side 2.)
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Oppgave 2 Konjugerte gradienter

2a

Gitt metoden med konjugerte gradienter for a lgse det linesere ligningssys-
temet Ax = f. Utled en formel for x; dersom vi starter med x, = 0. (Hint:
X7 er gitt som beste approksimasjonen i A-norm til den eksakte lgsningen x
fra Krylovrommet W, = span(f).)

Lgsning Siden x; er vektorprojeksjonen av x pa f finner vi
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Oppgave 3 Et linesert ligningssystem

Anta A € R™" er positiv definitt og at B € R™"™ har rang m. Vi antar ogsa
at Cholesky-faktoriseringen av A er kjent og at n er mye stgrre enn m. Du
kan videre anta at algoritmen for & foreta en Cholesky-faktorisering av en
positiv definitt matrise og algoritmene for forlengs og baklengssubstitusjon

er kjente.
Vi definerer matrisen C = BA™'B”.

3a

Vis at C er positiv definitt. Hint: Det er vist i kompendiet at hvis E er en
matrise med linezert uavhengige kolonner er E'E positiv definitt.

Losning La A = LL” vaere Cholesky-faktoriseringen av A. Vi har da
C=B(LL")'B" =BL 'L 'B" =E"E

hvor E = L™'B”. Siden B har rang m har B” linesert uavhengige kolonner.
Siden L' er ikke-singuser har derfor E linesert uavhengige kolonner. Fra
hintet folger at C er positiv definitt.

3b

Gi en effektiv metode basert pa Cholesky-faktorisering av C som til gitt
d € R™ lgser ligningssystemet Cy = d uten & beregne A~

Lgsning Vi beregner forst C pa formen C = E'E og lgser sa Cy = d
ved Cholesky faktorisering av C. Vi har fra forrige punkt at E = L™'B”
slik at E kan finnes ved & lgse matriseligningen LE = BT Dette gjores ved
forlengssubstitusjoner pa kolonnene i B”.

(Fortsettes pa side 3.)
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3c

Vis at matrisen

A BT
B 0

:| c Rm—l—n,m—l—n

er ikke-singuleer.

Lgsning Vi mé vise at det homogene systemet Ax+B”y = 0 og Bx = 0
bare har lgsning x = 0 og y = 0. Multipliserer vi forste ligning i dette
systemet med xT og bruker at Bx = 0 fra andre ligning far vi

x'(Ax +Bly) =x"Ax +x'B’y = x"Ax = 0.

Men siden A er positiv definitt ma vi ha x = 0. Forste ligning reduseres
na til By = 0 og siden B” har linesert uavhengige kolonner er y = 0. Det
fglger at matrisen er ikkesinguleer.

Oppgave 4 Singuleerverdidekomposisjon

4a

La A =xy”’ e R™" hvor z € R™, y € R", x # 0, y # 0 og m,n er positive
heltall med m > n. Finn singuleerverdiene til A.

Lgsning
Singulzerverdiene er kvadratroten av egenverdiene til AT A. Vi finner

ATA = (xy")T(xy") = yx"xy" = [Ix[l3yy”

Siden A har rang én har A en positiv singulaer-verdi og n— 1 singulaerverdier
lik null. For a finne den positive singuleerverdien gjetter vi at y er en
egenvektor for AT A og finner

AT Ay = [Ix[3yy"y = x5y 5y
Vi konkluderer at singulaerverdiene er gitt ved

or = [[X[2llyll2; 2= =00 =0.

4b

Vis at singuleerverdidekomposisjonen til A kan skrives A = ULV hvor U
og V er Householdermatriser. (En Householdermatrise H kan skrives pa
formen H = I — 2uu? hvor |luf, = 1.)

Lgsning Vi har fra forige punkt at
D
=[]

(Fortsettes pa side 4.)
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hvor D = diag(oy,0,...,0). Forste kolonne i V er den normaliserte
egenvektoren vi = y/[lyll2 til ATA. Vi finner V ved & utvide v, til
en ortonormal basis [vy,Vs,...,v,] for R" og la V veere sgylene i denne

matrisen. En slik utvidelse far vi ved & la 'V vaere en Householdermatrise slik
at Vv, = e;. For siden V7! = Ver Ve; = vy og v er fgrste kolonne i V.
Forste kolonne i U finner vi ved & sammenligne forste kolonne i AV = U,

Vi finner . .
y X
o1 1/l Iyl [x]l

Vi kan na la U vaere en Householdermatrise slik at Uu; = e;.

slutt



