Innlevering 2, MEK1100, våren 2006

Frist: 5. mai kl. 14:30 1 Oppgaver

1. Undersøk om det finnes et hastighetspotensiale ϕ og en strømfunksjon ψ for følgende vektorfelt. Bestem funksjonene ϕ og ψ i de tilfellene de finnes. Plott vektorfeltene med Matlab. a) v = x^2i − 2xyj b) v = (x^2 + y^2)i + 2xyj c) v = (xy − x)i −^1_2 y^2j + zk d) v =^1_r i_r + i_θ (NB! Plane polarkoordinater!)

2. Gitt vektorfeltet F = xi + (2y + z)j + (z + x^2)k i kartesiske koordinater xyz.

a) Beregn vektorfluksen Q = ∫ σ F · n dσ gjennom en kuleflate σ med sentrum i origo og radius a, hvor n er normalvektoren.

b) Hva blir resultatet i punkt a) dersom sentrum av kula flyttes til et annet punkt i feltet? c) Beregn sirkulasjonen C = ∫ γ F · dl omkring en lukket sirkel γ i xy-planet med radius a.

Gjør denne beregningen som et kurveintegral.

d) Bruk Stokes sats til å kontrollere resultatet i punkt c). 3. En strømfunksjon er gitt i kartesiske koordinater xy ved ψ(x, y) = A [ y 2a + ln √ x^2 + (y − a)^2 − ln √ x^2 + (y + a)^2 ]

a) Gjør rede for hvilket felt hvert av leddene i uttrykket ovenfor representerer (kort forklaring).

b) Hvorfor eksisterer det et hastighetspotensiale for dette feltet?

c) Sett^A_{2a} = U og finn strømkomponentene u og v henholdsvis i x- og y-retning. Hva blir strømhastigheten i origo og for punkter |x| ≫ a og |y| ≫ a? Vis at x-aksen er en strømlinje. Undersøk om det er stagnasjonspunkter u = v = 0. Finn noen andre punkter på strømlinjen ψ = 0 (det er ikke lett å finne eksplisitte analytiske løsninger, men problemet kan løses implisitt/grafisk).

d) Sett A = a = 1 og bruk Matlab til å regne ut verdien av ψ i området −5 ≤ x ≤ 5, −5 ≤ y ≤ 5 med intervaller Δx = Δy = 0.1. Bruk resultatet til å plotte konturlinjer for • ψ_0 = {−2.0, −1.9, −1.8, . . ., 1.8, 1.9, 2.0} i én figur uten tallverdiene markert, og • ψ_0 = {−2.0, −1.6, −1.2, . . ., 1.2, 1.6, 2.0} i én figur med tallverdiene markert. e) Prøv å gi en fysikalsk tolkning av dette feltet (kort forklaring).

4. Forelesningen tirsdag 18/4 tok for seg hvordan hydrologene beskriver grunnvannstrømning i porøse medier ved hjelp av Darcy’s lov v = −k∇h, hvor v strømningshastigheten til vannet, k er den hydrauliske konduktiviteten til det porøse mediet, og h er et hydraulisk potensial. I praksis kan potensialet h måles ved hjelp av et rør som er åpent i begge ender. Røret settes ned i bakken slik at grunnvannet fritt kan strømme inn nederst i røret der hvor man ønsker å måle h. Potensialet h er den høyden som vannet stiger opp til i røret, relativt til et vilkårlig referansenivå.

Ved bruk av Gauss sats, og under forutsetning av at mengden vann i et kontrollvolum er bevart, så viste vi at hastighetsfeltet v er divergensfritt. Vi skal betrakte grunnvannstrøm i et tynt horisontalt vannførende lag med tykkelse d slik at strømmen er to-dimensjonal (i horisontalplanet).

a) Forklar hvorfor denne strømmen er virvelfri og har en strømfunksjon.

På forelesningen viste vi at potensialet rundt en frittstående brønn som produserer en fluks q (volum per tid) kan uttrykkes ved et sluk i plane polarkoordinater h = q 2πdk ln r + h_0

hvor h_0 er en vilkårlig referansehøyde. Videre viste vi at potensialet rundt en brønn i en avstand L fra ei rett elv (elva har direkte forbindelse med det vannførende laget ved x = 0) kan uttrykkes ved et sluk og en kilde på hver sin side av elva h = q 2πdk ln √ (x − L)^2 + y^2 − q 2πdk ln √ (x + L)^2 + y^2 + h_0

hvor h_0 er vannstanden i elva. Randkravet som er oppfylt langs elva er h = h_0.

Vi skal nå undersøke strømfeltet rundt en brønn i posisjon x = L og y = 0 i en avstand L fra en ugjennomtrengelig vertikal vegg ved x = 0.

Brønnen produserer en fluks q ved å pumpe vann fra det tynne horisontale vannførende laget med tykkelse d og hydraulisk konduktivitet k. Vi skal undersøke om strømningsfeltet kan beskrives ved et par sluk, ett på hver side av veggen, h = q 2πdk ln √ (x − L)^2 + y^2 + q 2πdk ln √ (x + L)^2 + y^2 + h_0

b) Regn ut hastighetsfeltet v. Forklar randkravet som må gjelde ved veggen, og vis at dette er oppfylt.

c) Sett L = 1 og bruk Matlab til å tegne ekvipotensialkurvene i et område rundt brønnen 0 < x < 4L og −2L < y < 2L. d) Tegn for hånd strømlinjene oppå det datamaskingenererte plottet fra punkt c).